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CLASA aVl-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE
Problema 1

Determinati numerele naturale a si b pentru care ecuatiile

ay>+2ay—2x = 1 si 3bx—y = 2b+2, cu necunoscutele x si y numere naturale, au exact aceleasi solutii.
Solutie:

Cele doua ecuatii sunt echivalente cu

(1) a(y*+2y)=2x+1

(2) b(3x-2)=y+2

Daci y=0= (1)<0=2x+1 (F)

Daci y£0= (1) a = ;f::y .......................................................................................... 1p
Deoarece 3x-2#£0, VxeN, (2)<b = 3yx +_22 ............................................................................................... 1p
Din b eN= 3x-2/y+2 = 3x-2/y(y+2) (3)

DiN@ENDS Y(YHF2)/2XHL (4) ettt bttt sttt sttt b e s et e e et sbe st ne e 2p
Din (3) si (4) = 3x-2/2x+1 de unde se deduce cad Xe{1, 3}...oooiiiiiiiiiii 1p
D Lot B o B LN o] i - T R i S 1p
Dacd X=3, ecuatia NU I SOIULIL......couviiriiiiiiiitieii e 1p
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Problema 2

a) Aratati ca daca a,b eN"{1} astfel incat a >3 sau b >3, atunci a+b < ab.

b) Se considerad numerele prime distincte p1, P2, P3 si numarul x=p1 P2 P3-(P1+pP2+p3). Demonstrati ca
X nu este patrat perfect.

Solutie:

) a>3,b>2 = (a-1)(0-1) 22 = ab > a+b+1 > AFbececeiciiiciceceeeeee e 2p
b) Presupunem prin reducere la absurd ca X este patrat perfect.

Din p1/x, cum X este pitrat perfect, deducem p1/x=> p1/p1+pz+ps.

ANAI0G, P2/P1HP2HP3; Pa/PLF P23 ittt bbb 1p
Deoarece p1, p2, p3 sunt prime intre ele deducem ca p1p2pa/p1+p2+p3 (#0) = p1+p2+ps>p1p2ps (1)... 1p
Din a), considerand a=pa1 si b=p2, rezultd P1+P2<P1P2 (2).eovoveriieieieieieieieeeccccc 1p
Aplicand a) pentru a=p1 P2 si b=pz, rezultd p1P2HP3<PLP2P3 (3).everrerrrririerieieieree s 1p
Din (2) =p1+p2+ps < p1p2+ps (4)

Din (3) si (4) = p1+p2+p3<pip2pz, in contradictie CU (1)....ccvevvereriiieieieieieee et 1p

Problema 3
Se considera numerele rationale strict pozitive a, b, ¢ si numerele naturale nenule si distincte m si n.

Daca tripletele (a™+b™, b™+c™, c"+a™) si (@"+b", b"+c", c"+a") sunt direct proportionale cu un acelasi
triplet de numere rationale strict pozitive, demonstrati ca a=b=c.

Solutie:

a™+p™ _ bM+c™ _ cM4a™

Din ipoteza problemei rezulta e e g k,unde kK>0......ccooiiiiiii 2p
Presupunem n>m.

a"+bM=k(a"+b") = a™(1-k-a"™M)+h™(1-k-b"M)=0

b™+cM=k(b"+c") = b™(1-k b™™M)+c™(1-k-c"™)=0

cM+aM=K(c"+a") = CM(L-K-CMM)HAM(L-KA"™)Z0. e 2p
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Se arata ca a"(1-ka"™mM=0

b™(1-k-b™™)=0

(o I o O OSSR 2p
Cum a>0, b>0, >0 rezulta @"M=b"M=C"™ = @=D=C....ccescirrrt e 1p
Problema 4

a) Demonstrati ca intr-un triunghi doud laturi sunt congruente dacd si numai daca unghiurile opuse lor
sunt congruente.

b) Se considera triunghiul ABC ascutitunghic. Mediatoarele laturilor [AB], [AC] si bisectoarea unghiului
BAC sunt concurente in punctul O. In exteriorul triunghiului ABC se construiesc triunghiurile echilaterale
ABD si ACE iar dreptele CD si BE se intersecteaza in punctul P. Demonstrati ca AABC este isoscel si ca
punctele A, O si P sunt coliniare.

Solutie:
2 ) SRS 2p
b) Se noteaza cu M si N mijloacele segmentelor [AB], . .
respectiv [AC].
AAOM=4A0ON
(IU)=AMEAN=S2AME2ANTSABIAC ... 2p
AABC isoscel=>AABD=AACE =m(ABD) = m(ACE)

m(4BC) = m(4CB)
Adunand relatiile membru cu membru, rezultd DBC = ECB......cocooocvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 1p

ADBC=AECB(LUL)= DCB = EBC = APBC isoscel =PB=PC =

P e mediatoarei Segmentulul [BC] (1) ..cveeiiieiieiiiciie ittt ettt nne e 1p

0 € mediatoarei lui [AB] = 0A = OB = 0B = 0C = 0 € mediatoarei lui [BC] (2)

0 € mediatoarei lui [AC] = 0A = OB
AB=AC = Aemediatoarei lui [BC] (3)

Din (1), (2), (3) resulta ca punctele A, O, B SUNt COINIAIE.........c.coeeiiiiiiiiice e 1p



